
13. Êîâàðèàöèÿ è êîððåëÿöèÿ

13.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü ξ è η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå êîíå÷íûå âòîðûå ìîìåíòû: Eξ2 < ∞, Eη2 < ∞.
Êîâàðèàöèåé Cov(ξ, η) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî E(ξ − Eξ)(η − Eη) = Eξη − EξEη.
Êîâàðèàöèÿ ëèíåéíà ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó (ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).
Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì pij = P(ξ = xi, η = yj) è îäíî-
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Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ pξ,η(x, y) è îäíîìåðíûìè
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−∞

pξ,η(x, y) dy è pη(y) =
∞∫
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Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(ξ, η) =
Eξη − EξEη√

Var ξ Var η
=

Cov(ξ, η)√
Var ξ Var η

.

• ξ è η íåçàâèñèìû ⇒ ρ(ξ, η) = 0 ⇔ ξ è η íåêîððåëèðîâàíû;

• |ρ(ξ, η)| ≤ 1 è ρ(ξ, η) = ±1 ⇔ ξ è η ñâÿçàíû ëèíåéíî: η = aξ + b, a, b ∈ R, a 6= 0.

13.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå

1. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðîøåíà äâà ðàçà. Ïóñòü ξ � êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ åäèíèö, à η � êîëè÷åñòâî
âûïàâøèõ øåñòåðîê. Âûïèñàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (ξ, η) è íàéòè êîâàðèàöèþ Cov(ξ, η) è êîýôôè-
öèåíò êîððåëÿöèè ρ(ξ, η). Ñîãëàñóåòñÿ ëè çíàê êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñ âàøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î
õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ξ è η?
Îòâåò. Cov(ξ, η) = −1/18, ρ(ξ, η) = −1/5.
2. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ pξ,η(x, y), îäíîìåðíûå
ïëîòíîñòè pξ(x) è pη(y) è âû÷èñëèòü êîâàðèàöèþ Cov(ξ, η) è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(ξ, η). Ñîãëàñóåòñÿ
ëè çíàê ρ(ξ, η) ñ âàøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ξ è η?

Îòâåò. pξ,η(x, y) =
{

2, x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1,
0, èíà÷å,

pξ(x) =
{

0, x < 0 èëè x > 1,
2− 2x, 0 ≤ x ≤ 1,

pη(y) =
{

0, y < 0 èëè y > 1,
2− 2y, 0 ≤ y ≤ 1,

Cov(ξ, η) = −1/36, ρ(ξ, η) = −1/2.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−π, π]. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
η1 = sin ξ è η2 = cos ξ íåêîððåëèðîâàíû, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè.
4. Íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì äâóõ ñëó÷àéíûõ ôàêòî-
ðîâ A è B. Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå, âûçâàííîå ôàêòîðîì A, ðàâíî 1.2, à ôàêòîðîì B � 1.1. Êîýôôèöèåíò
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êîððåëÿöèè ìåæäó ýòèìè óêëîíåíèÿìè ðàâåí 1/3. Íàéòè ñòàíäàðòíîå óêëîíåíèå, âûçûâàåìîå ñîâìåñòíûì
äåéñòâèåì îáîèõ ôàêòîðîâ.
Óêàçàíèå. Âû÷èñëèòü äèñïåðñèþ óêëîíåíèÿ, âûçâàííîãî ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì îáîèõ ôàêòîðîâ.

Îòâåò.

√
1.22 + 1.12 + 2 · 1

3 · 1.2 · 1.1 ≈ 1.88.

13.3. Äîìàøíåå çàäàíèå

5. Â îäíîé èç ãðóïï 19 ÷åëîâåê ïîëó÷èëè îöåíêó çà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé øêàëå
îò 2 äî 5 áàëëîâ è ýêçàìåíàöèîííóþ îöåíêó íà çèìíåé ñåññèè. Ïóñòü (ξ, η) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ïàðó îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íàóäà÷ó âûáðàííûì ñòóäåíòîì. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà èìååò âèä:

ξ \ η 2 3 4 5
2 0 1/19 0 0
3 1/19 1/19 2/19 3/19
4 0 0 1/19 3/19
5 0 0 0 7/19

Íàéòè Eξ, Eη, Var ξ, Var η, Cov(ξ, η) è ρ(ξ, η). Ñîãëàñóåòñÿ ëè çíàê ρ(ξ, η) ñ âàøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î
õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ξ è η?
Îòâåò. Eξ = 74

19 ≈ 3.89, Eη = 85
19 ≈ 4.47, Var ξ = 338

361 ≈ 0.94, Var η = 280
361 ≈ 0.78, Cov(ξ, η) = 189

361 ≈ 0.52,
ρ(ξ, η) = 189√

338·280 ≈ 0.61. Ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ äîëæíà áûòü îæèäàåìà.

6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè êîýô-
ôèöèåíò êîððåëÿöèè âåëè÷èí αξ + βη è αξ − βη, α, β ∈ R.
Îòâåò.

α2−β2

α2+β2 .

7. Íà îòðåçîê [0, 1] íàóäà÷ó áðîøåíû äâå òî÷êè. Ïóñòü ζ � êîîðäèíàòà ëåâîé òî÷êè, η � êîîðäèíàòà ïðàâîé
òî÷êè. Íàéòè ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ζ è η è âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(ζ, η).

Îòâåò. pζ,η(x, y) =
{

2, 0 < x < y < 1,
0, èíà÷å,

ρ(ζ, η) = 1/2.

8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η (âîçìîæíî, çàâèñèìûå) îáëàäàþò êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè: Var ξ = σ2
ξ ,

Var η = σ2
η. Óêàçàòü âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ äèñïåðñèÿ Var(ξ + η).

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà óêàçàííûå ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.
Îòâåò. (σξ − ση)2 ≤ Var(ξ + η) ≤ (σξ + ση)2.
9. Â ïðîäóêöèè çàâîäà áðàê âñëåäñòâèå äåôåêòà A ñîñòàâëÿåò 3%, à âñëåäñòâèå äåôåêòà B � 4.5%. Ãîäíàÿ
ïðîäóêöèÿ ñîñòàâëÿåò 95%. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äåôåêòîâ A è B.
Óêàçàíèå. Ïóñòü ξ = 1, åñëè èçäåëèå èìååò äåôåêò A, è ξ = 0, åñëè èçäåëèå íå èìååò äåôåêòà A.
Àíàëîãè÷íî ââåñòè âåëè÷èíó η, óêàçûâàþùóþ íà ïðèñóòñòâèå äåôåêòà B. Ïî äàííûì èç óñëîâèÿ çàäà÷è
ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ, η).
Îòâåò. ≈ 0.669.
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